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Introduccion del ePub 

| maginemos a los primeros Homo Sapiens, observando el movimiento de los astros (Luna, Sol y 
estrellas), y de los objetos, plantas y animales que los rodeaban. Imaginemoslos, tambien, 
tratando de explicar las razones de estos movimientos y buscando como obtener ventaja de ellos. 
Desde esas epocas era un sueno que el hombre alcanzara las alturas y pudiera llegar a la Luna. 
Tuvieron que pasar miles de anos para que nuestra especie pudiera encontrar explicaciones 
simples y claras y pudiera, en consecuencia, construir el 
primer mecanismo para ayudarse en las labores cotidianas. 

Todas estas explicaciones encuentran su lugar dentro de la Mecanica, una parte de la ffsica. 
Esta obra esta dedicada a describir las leyes que gobiernan el movimiento de los objetos 
macroscopicos. 

El libro esta basicamente formado por dos partes: las Leyes de Newton y las Leyes de 
conservacion. Las primeras fueron establecidas por Isaac Newton (1642-1727) y, a partir de ellas, 
la humanidad desarrollo herramientas y maquinas de todo tipo. Su conocimiento fue clave para 
desarrollar industrias como la metalmecanica, la aeronautica y la aeroespacial. Por otra parte, las 
leyes de conservacion son basicas para entender lo que ocurre en los sistemas fisicos o 
mecanicos. 

La ley de conservacion de la energia, del momento lineal y del momento angular, son principios 
tan fundamentales que siguen siendo validos aun en sistemas fisicos donde la mecanica ya no es 
aplicable. 


Capitulo 1. Vectores 


Drganizador tematico 



L os vectores son una de las herramientas que se utilizan con mayor frecuencia en el analisis 
de fenomenos fisicos. Aparecen regularmente en la descripcion de la posicion, la velocidad 
y la aceleracion de partfculas y en el estudio de las fuerzas que sentimos cotidianamente. 
En fi'sica los vectores son utiles para describir el movimiento de los planetas alrededor del sol, en 
el analisis de los fenomenos electromagneticos, y en muchos otros 

fenomenos. En ingenieria, los vectores permiten describir las fuerzas que actuan sobre maquinas, 
mecanismos o dispositivos mecanicos, como las gruas que 

observamos cotidianamente levantando y transportando grandes pesos (ver Figura 1.1). 



Figura 1*1 Las grQas permiten transporter y levan- 
tar grandes pesos Las fuerzas que ahf aparecen son 
cantidades vectoriales 


Como recordara el lector de sus primeros estudios de fi'sica basica, los vectores se definen 
como entidades matematicas que tienen magnitud, direccion y sentido. En esta unidad haremos 
referenda a esta definicion, pero estableceremos un marco matematico mas apropiado para su 
estudio y sus aplicaciones. En el transcurso de esta obra se encontraran situaciones donde los 








vectores seran la mejor alternativa para resolverlas. 



Albert Einstein 


"Lo mas be No 


que pocfemos 
experimentar es 
el misterio de 


las cosas 


Objetivos del capltulo 1 

Al terminar el capi'tulo el lector debera ser capazde: 

» Expresar un vector en sus componentes cartesianas; 

» Obtener el vector unitario en la direccion de cualquier vector; 

» Representar un vector en el espacio mediante vectores unitarios; 

» Realizar operaciones de suma y resta entre vectores y multiplicacion de un escalar por un 
vector; 

» Obtener los productos escalar y vectorial de dos vectores; 

» Aplicar los productos escalar y vectorial en la solucion de problemas. 

1.1 Cantidades vectoriales 

En fisica encontramos dos tipos de cantidades. Por un lado tenemos las cantidades escalares 
que se utilizan para describir, por ejemplo, la 

temperatura de un solido, la presion a la que se encuentra confinado un gas en un recipiente o el 
volumen que ocupa un cuerpo. Estas cantidades se caracterizan por tener un unico valor y no 
depender del sistema de referenda utilizado. Por otro parte tenemos las cantidades vectoriales 
que, de forma natural, aparecen al intentar describir, por ejemplo, la posicion de una particula en 
el espacio o la fuerza que siente un objeto dentro de un campo gravitacional o electromagnetico. 
Estas ultimas cantidades requieren para su descripcion de varias cantidades escalares y 
dependen de un sistema de referenda. Dedicaremos este apartado para estudiar las 
cantidades vectoriales. 

1.1.1 Componentes cartesianas y representacion polar de un vector en dos 
dimensiones 

Supongamos que tenemos una particula moviendose en el piso y un sistema de referenda 
cartesiano con origen en algun punto. El vector de posicion de la particula requiere dos 

cantidades, la posicion en cada uno de los ejes utilizados x, y. En este caso el vector lo podemos 
escribir 


como ' a<l a y> y su representation grafica se muestra en la Figura 1.2. Observe que el 
vector se representa por un segmento de recta que parte del origen y que termina en el punto 

( a x> a y) donde se encuentra la particula; en el punto final se dibuja una flecha que indica la 

direction del vector. Los numeros y se conocen como componentes del vector. 


Mas adelante veremos otras formas de escribir un vector; por ahora basta con diferenciar el 
punto final, que escribimos usando parentesis, con unvector que denotamos mediante una pareja 
ordenada encerrada entre otro tipo de parentesis. 


Figura 1.Z Cornponenie& de un vector de position caraclerishco 





Supongamos ahora que un cierto tiempo despues la particula pasa al punto 
podemos ahora definir tanto el vector de position ' J — ^ x > ^v) como 

el vector de desplazamiento ■' - que parte del punto J ‘ y termina en el punto B . En la Figura 1.3 
se muestra este vector. 








Observe que el vector AB tiene coordenadas: AB = {b x —a x , b —a ) 


Note tambien que las coordenadas de los vectores de posicion dependen del sistema de 
coordenadas utilizado. Es decir, con respecto a su propia posicion tendran algun valor y con 
respecto a otro punto de origen seran otros los valores. Sin embargo, el vector de desplazamiento 
es independiente del origen de coordenadas, y es el mismo aun cuando lo traslademos a 

cualquier lugar en el piano . Esta propiedad nos indica que los vectores, en general, son libres. 


Para precisar ideas, si tenemos que la parti'cula se encuentra inicialmente en el punto (4, 5) y 


al final en el punto (2, 7), entonces su vector de desplazamiento es 


(2-4, 7-5) = (-2,2) 


La representacion del vector que hemos discutido es la representacion en el sistema de 
coordenadas cartesianas. Los vectores no solo se pueden representar en este sistema; tambien 
es posible, para el caso de vectores en dos dimensiones, construir su representacion en 

coordenadas polares. Para ello considere la Figura 1.4; aqui se muestra el vector ^ y dos 

cantidades que lo representan: y “, su magnitud y su direction, que se definen claramente 

a continuation. 








Figura 1,4 RepresentadGn polar de un vector 


>■ 



Caracteristicas de un vector en dos dimensiones 

Si A — (a x , a v ) es un vector, entonces: 

» La magnitud o m6dulo se define como su longitud y se calcula por 
medio de: 

\\A\\ = V a v + tty 

( 1 . 1 ) 

» La direccibn es el Angulo 9 que va desde el eje horizontal hasta el 
vector, girando en sentido contrario al movimiento de las manecillas 
del reloj (sentido antihorario). Se calcula despejando 9 de fa rela- 
cton; 


tan(0) = 


a. 


a 


cuando 0. 


( 1 . 2 ) 


Si a, = 0 v a„ > 0 entonces: 9 = — 

1 > a 


Si Ct x = 0 y a < 0 entonces: 


3n 

2 


Calcular del angulo no siempre es facil. Por ejemplo, los dos vectores y 

^ ~ L — * tienen la misma magnitud v -- y ambos satisfacen la relacion 311 — L pero 

el primero hace un angulo de - radianes y el segundo un angulo de 1 ! radianes con 

respecto a la direction positiva del eje horizontal. 











Por esa razon convenimos, dado que la magnitud del vector es no negativa y el angulo se 
desea en el intervalo radianes, 


que: 


0= 4 


a return — H 

W 

a t > 0, a y > 0 

f a . ^ 


7r + arctanf —l 

a x < 0 

\ a J 


fa\ 

2n + arctan —- 

W 

a f > 0, a v < 0 

K 


2 

a, — 0, a v > 0 

3n 

a x — 0, a v < 0 

2 


(1-3) 


1.1.2 Vectores en 3 dimensiones: componentes, angulos y cosenos directores 

En el caso de tres dimensiones el vector ^ — i a x> a y> a z) tiene tres componentes. En la Figura 
1.5 se muestra un esquema del vector. 


Figura 1,5 Vector 
en tres dimensiones, 
angulos directores que 
indican su direccion y 
vectores unitarios en 
los ejes coordenados. 



n n n 

Para calcular la direccion son necesarios tres angulos *' u conocidos como angulos 
directores que definimos a continuacion. 










Caracteristicas de un vector en tres dimensiones 


Si A = {a ( , a y , fl,} es un vector, entonces: 

» La magnitud o mbdulo se define como: 

||4[| = V<** + a; + a] 

(1.4) 

» Las componentes del vector se relacionan con la 
magnitud por medio de: 

a t =\\A\\ cos(^) 

a y =\\A\\ cos(0 y ) 

a 2 = IMII cos(0 z ) (i.5) 



Los cosenos directores se definen por medio de; 


C0S(8 X ) = 


a v 


MW 


CO S(flJ = 


cos(0.,) = -™- 

Pll 

( 1 - 6 ) 

» Los angulos directores 9 X , B y , d Y son los angulos 
que hace el vector A con los ejes coorctenados x, y, z 
respectivamente, y se calcula usando las relaciones: 



1.1.3 Vectores unitarios 

Es posible indicar la direccion de un vector ' — ( a y’ por medio de otro vector que 
apunte en su misma direccion pero de magnitud igual a uno. Este vector se conoce como vector 
unitario. Precisamos la idea a partir de la definition siguiente: 

Definition de vector unitario 

Si A = (a x , a yt a z ) es un vector definimos el vector unitario en la 
direccion de A como: 










Por ejemplo, A = (—3, 6, —fi) el vector tiene magnitud dada por: 

\\A\\ = VoJTaJ+of = fiT36T36 =^81 = 9 
Por lo cual, un vector unitario en la direction del vector A es; 

A = ^ J-3.6,-6> = L±'l'_2\ 

P|| 9 \ 3 3 3/ 


Teorema 


Si 9 T , 9 V , 9 X son los angulos directores de un vector A entonces: 


Demostracidn: 

En efecto, como: 


se tiene que: 


cos 2 (0J + cos 2 (0 y ) + cos 2 (0J — 1 


«v = IMII COS(6 x ) 
a v = |]2|! cos(0 y ) 




cos((9J 


(1-9) 


a 2 + a 2 + a 2 = \\A\\ 2 (cos 2 (0J + cos 2 (0 y ) + cos 2 (0 z )) 


De donde, usando ^ a * a y a z obtenemos: 


q 2 _|_ 

cos 2 (0 a ) + cos 2 (0 v ) + cos 2 (0 z ) = —-=r-r- 1 =1 


IMI! 


que es el resultado pedido. 

Los tres vectores unitarios mas importantes son los que descansan sobre los ejes coordenados 
x, y, z y se denotan como l > h respectivamente. En la Figura 1.5 se muestran estos vectores. 








Vectores unitarios principals 


Los vectores unitarios principales, en coordenadas cartesianas, se 
definen por: 

l = ( 1 , 0 , 0 ); / = ( 0 , 1 , 0 ); k = < 0 , 0 , 1 ) 

( 1 . 10 ) 

Los vectores unitarios principales son importantes porque se utilizan como una base para 
expresar cualquier vector bidimensional o tridimensional en terminos de ellos. Por ejemplo, 

\ ci , A = (2, — 5) , A = 2i — 5j 

a) El vector se puede expresar como: 

b) El vector — ( — 1 • se puede expresar como: 

B — —3 i + 4 j + 7k 

En general, el vector ’ — ^ a >’’ a - ) se puede escribir como: 

—* , , A A A 

A ~ {a y , tz,„ a,) - a.i + aj + a,k 

J ' (1.11) 

Ejemplo 1.1 

Una fuerza 2, 2 )]\ se a p|j ca a un 0 bjeto. Determine la magnitud de la fuerza aplicada 

y los angulos directores. 

Solucion: 

Calculemos primero la magnitud del vector: 

||i4|| — + dy + < 2 ^ — -\/l +4+4 — 3N 

Los cosenos directores son: 


cos(0J 



1 

3 


cos(0 y ) 



2 

3 




pii 


2 

3 


cos(0J = 







Los angulos directores son entonces: 


$ Y = arccosl \ = arccosl 

\uw 


1 


a. 


0, — arccosl 


8? = arccosl 


IMII 

h 

Mil 


— arccosl — 


= arccosl ~ 


1.23096rad 

0.841069rad 

0.841069rad 


Figure 1.6 Fuerza aplicada a un cuerpo. 


z 



Ejemplo 1.2 

Se aplica una fuerza * a un cuerpo, como se indica en la Figura 1.6. Determine las 
componentes escalares x> 2 de la fuerza y exprese esta en la forma normal cartesiana. 


Solucion: 









Usando Las relaciones para calcuLar las componentes de la 
fuerza y que |j f ||= 1 SOON 


se tiene: 

F x =11 F II cos(^) = I500cos(72°) = 464 N 
F y =|| F || cos(^) = 1500cos(31.6°) = 1278 N 
=|l F || cos(6L) = 1500 cos(65°) = 634 N 


Y la fuerza se puede escribir en la forma: 

F = F x i + F v j + F : k ~ 464 i + 1278 j + 634 k N. 

1.2 Operaciones entre vectores 

En la seccion anterior vimos que un vector es un arreglo de dos o tres numeros que se 
representan geometricamente por una flecha. Ahora estudiaremos como se realizan distintas 
operaciones entre vectores. 

Consideremos el caso bidimensional. 

1.2.1 Adicion de vectores 


Si A = ( a x , a y ) y B = (b x , £> r ) son dos 
vectores en ei piano, entonces ei vector suma 
se define como: 

A + B - {a x + b x , a y + b y ) 

( 1 . 12 ) 

Por ejemplo, si deseamos sumar los vectores ■' — (^' — 5) y = {7, 3 debemos sumar las 
primeras componentes y escribirlas en la primera entrada del vector suma. De forma similar 
debemos sumar las segundas componentes y escribirlas en la segunda entrada. Es decir, 

A+B = (2,-5) + (7,3) 

- (2 + 7 -5 + 3) - (9,-2) 

Algebraicamente sumar dos vectores se reduce a sumar las componentes respectivas. En la 
Figura 1.7 se muestran dos vectores y su suma. 

Observe que para obtener el vector suma se situa el punto de aplicacion del segundo vector en 
el punto terminal del primer vector. Asi, el vector suma va del punto de aplicacion del primer vector 
al punto terminal del segundo vector. El metodo geometrico que seguimos se llama el metodo del 
paralelogramo. 


Podemos seguir con el proceso para cuando se tienen n vectores. En ese caso el metodo se 
conoce como el metodo del poligono. En la Figura 1.8 se muestra graficamente este segundo 
metodo. 


Figura 1.7 Suma de dos vectores par el 
metodo del paralelogramo 


y 



Figura 1.B M6todo del poligono para la 
suma de varios vectores 


y 



1.2.2 Sustraccion de vectores 












Figure 1.9 Diferencia de vectores. 


y 



Si A = (a^ a ) y B = ( b x , b y ) son dos vectores en el piano, enton- 
ces el vector diferencia se define como: 

A-B ={a x -b x> a - b y ) 

(1.13) 

Algebraicamente en la resta de vectores se restan las componentes respectivas. En la Figura 
1.9 se muestran dos vectores y su diferencia A — D . Observemos que el vector diferencia parte 
del punto final del vector B y termina en el punto final del vector A . Es decir, el vector A — B 

coincide con el vector de desplazamiento 1 . El vector que se obtiene al sumar o restar varios 

vectores se denomina resultante. 

1.2.3 Producto de un vector por un escalar 


Si A = {a x ,a ) es un vector en el piano y X es un escalar entonces el 
vector 1A se define como: 


AA — {Aa x , Aa y ) 


(1.14) 


Geometricamente, multiplicar un vector por un escalar es cambiarle la longitud y si '' < 0 
tambien se le cambia la direccion. 






En el caso de que " '■ ‘ l el vector reduce su magnitud. Si A - > 1 la magnitud aumenta. El 

caso tridimensional es similar al bidimensional, pero solo se aumenta una tercera componente. 

Por ejemplo, si A = (l, —5) y h — {7, 3) y q Ueremos calcular ' ^ ?>B entonces 

procedemos asi: 

3A + 2B =3(2-5) + 2(7,3) 

- (6,-15) + (14,6) 

= (6+14,-15+6) = (-9,20) 

De este ejemplo y de las definiciones de adicion y multiplicacion por un escalar notamos que se 
tienen las siguientes propiedades que ofrecemos sin demostracion. 


Propiedades de fa adicion de vectores 


Si A, B, C . son tres vectores entonces: 

1. Propiedad conmutativa 

A + B = B + A 

2. Propiedad asociativa 

A + (fi+C) = (B+A) + C 

3. Propiedad de existencia del element© 
neutro 0 = (GIG) 

A + 0 = A 


4 Propiedad del elemento opuesto 
A + (-/l) =0 




Propiedades det producto de un vector 
por un escatar 


SiAyB son dos vectoresy A esunes- 
calar entonces: 

1. Pro pied ad conmutativa 

XA = AX 

2. Propiedad distributiva 

a(2+b) - a a + a b 

3 Propiedad de existencia del etemento 
neutro 


1 A = A 


4. Propiedad del elemento simetrico 

(-1 )A = -A 


Ejemplo 1.3 

Salvador se encuentra explorando un bosque. Primero sigue una vereda de 200 metros al 
oeste; luego camina 180 metros en una direccion de 45° al este del norte; despues continua 
caminando 150 m a 60° al este del sur. <<,Cuanto tiene que caminar Salvador y en que direccion 
para regresar a la base de donde partio? 

Elegimos un sistema de coordenadas donde la direccion positiva del eje x represente el este y 
la direccion positiva del eje y el norte. En la Figura 1.10 se muestran los desplazamientos de 
Salvador. 


Figura 1.10 Losdespfazamientos de Salvador 











Solucion: 


ELegimos un sistema de coorderiadas donde la direccion 
positive del eje x represents el estc y La direccion positiva 
del eje y el norte. En la Figura l.io se mueslran los 
desplazamientos de Salvador. 

Los primeros tres desplazamientos son, en terminos de 
sus componentes, 

F; = -200/ m 

r, = 180cos{45°) i + 180sen(45°)y = 90-72 i + 9()s/2 j m 
r i = 150sen(60°>' -150cos(60°)j = 75-73?-75 jm 

EL vector resultante es : 

R ~ (-200+90^2 ■ 75-73 )i -t 75) j * 57.183/+52.2792 j m 


El desplazamiento que tiene que realizar Salvador 
para regresar es: 

r A = ~R = -57.183/ - 52.2792 j m 


Cuya magnitud es: 


IK II =“75 7.1S3 3 +522792* 177.4791 metros 


En la direccion: 


B - arctan 


f 52.2792 " 
V 57.183 , 


- 0.7406 rad - 42.4349° 


al oeste del sur, 


Ejemplo 1.4 

Se aplican dos fuerzas a un ancla colocada en el piso, como se muestra en la Figura 1.11. 

Determinemos la magnitud de la resultante K de las dos fuerzas y el angulo que forma con el 
eje x. 






Figura 1,11 Fuerzas aplicadas a un anda. 



Solucion 1. Basada en trigonometri'a: 

Para la primera solucion es necesario recordar la tey de senos y 
coscnos. En el triangulo de la Figura 1.12 los Lados tienen una longitud 
A, B y C, mieritras que los angulos opuestosa estos son Cl, y / 
respectivamente. 

En esta situation la ley indica que: 


Ley de los senos: 


sen(«) _ sen(/?) _ sen(v) 
A __ B __ C 


Ley de los cosenos: C 2 = A 1 +B 2 — 2.1Scos(r) 
















Figura 1.12 



Las dos fuerzas, su resuLtante R y el angulo d se 
han representado en la Figura 1.13. 

El angulo opuesto a la resultants es: 

180°-40° = 140° 

Aplicando La ley de los cosenos obtenemos La 
magritud de La resultante: 

R 2 = 900 2 + 600 2 - 2(900)(600) cos(140°) = 1997328 


□e donde: 


R = 1413.27 N 










Figure 1.13 



Para encontrar el angulo a entre La resultante y la fuerza/% 
aplicamos La ley de Los senos al triangulo de la Figiira 1.14- 
Tenemos entonces: 

sen(a) _ sen(140°) 

* 

Despejando: 


sen(tr) = 




sen{140°) _ 600 sen(140°) 
R 1413.27 


0.272894 


a = arcsen(0.272894) = 0.2764rad = 15.8366° 


Asi pues, 


6 - 15.8366°+35® = 50.8366° 















Solucion 2. Utilizando componentes de vector: 

Escrlbimos primero los vectores F x yF, en terminos de sus 

componentes. De la Figura 1.11. 

tenemos: 

Fj = {600cos(75°X 600sen(75°)) = {155.291. 579.555) JV 

y 

F 2 ={900cos(35°),900sen(35°)) ={737.237,516.219) JV 

El vector suma o resultante es: 


R~ F l + F l - (892.528,1095.77) N 






La magnit Jd y el angulo que hace el vector con el eje 
horizontal se calculan usando las relaciones (l.i| y (1.2), 
como sigue: 


y 


|| R ||= V(^2.258) 2 +(1095.77) 2 = 1413.277V 


8 — art-iun 


1095.77 ^ 
892.528 } 


= 0.887265 rad = 50.8366° 


Como era de esperarse, las dos estrategias tlevan a la 
misma solucion. 


Ejemplo 1.5 

Se aplican dos fuerzas a un ancla como se indica en la Figura 1.15. La resultante ^ de las 

dos fuerzas tiene una magnitud de 1000 N, y esta dirigida sobre el eje x. Si la fuerza tiene una 

«-#• 

c 

magnitud de 250 N, determinemos la magnitud de la fuerza 2 y el angulo que forma con el eje x. 


Figura 1.15 Fuerzas aplicadas a un ancla 


? 



Solucion: 

Usando el metodo de componentes tenemos, de la Figura 1.15, que: 

Fj - (250cos(38°), 250sen(38°)) = (197.003N, 153.915N) 
F 2 = {l|F2ll C0S ( ff )- -Il^2l|sen(a)) 
y R - (1000N, ON) 











Como *' ~ + F 2 se tiene: 

(1000, 0) = (l 97.003+||F 3 ||eos(a), 153.915-||F 2 ||sen(a)) 

Escribiendo la ecuacion asociada a cada componente obtenemos: 

1000 = 197.003 + 11F 2 1| cos (a) 

0 - 153.915 - ||F 2 ||sen(a) 

De donde: 

||F 2 ||cos(a) = 802.997 
||F 2 ||sen(a) = 153.915 

Dividiendo la segunda ecuacion entre la primera obtenemos: 

153 915 

tan (a) = = 0.191676 

802.997 

a = arctan(0.191676) - 0.189397rad - 10.8506° 


Finalmente: 

\\K\\ 


802.997 
cos (a) 


802.997 

cos(10.8506°) 


817.614N 


Ejemplo 1.6 

Determinemos la magnitud de la resultante de las cuatro fuerzas representadas en la Figura 
1.16, y el angulo que dicha resultante forma con el eje x. 





Fig ura 1,16 Cuatro fuerzas aplicadas y los Angulos que 
forma la resultants. 



Sol u cion: 


La magnitud del vector resultante !l la determinamos a partir de las componentes 
rectangulares de cada una de las fuerzas. De la Figura 1.16 se observa que las fuerzas 

direcciones fl^lBO"—40’=140» 


F i, f 2- f i y F > 


se aplican 


en 


las 


# 2 =180°—40°—30°= 110° ^ # J =17°+28°=45° y 0 4 =17° respectivamente , donde los 

angulos se miden con respecto al eje positivo x. En consecuencia, las componentes de cada 
fuerza estan dadas por: 


F lx = 80cos(140°) = — 61.2836N 
F 2x = 60cos(110 c ) = — 20.5212N 
F Zx = 75cos(45°) = 50.033N 
F 4x = 90cos(17°) - 86.0674N 


F lv — 80°sen(140°) = 51.423N 
F 2v = 60°sen(110°) = 56.3816N 
F 3y = 75°sen(45°) = 53.033N 
F Av = 90°sen(17°) = 26.3135N 

Sumando las componentes en la direction del eje xse tiene: 

R x ~ F lx + F 2x + F 3x + F 4x 

= -61.2836 - 20.5212 + 50.033 + 86.0674 = 57.2957N 












Y en el eje y: 


R y ~ F ly + F 2y + P 3y + b\ y 

~ 51.423 + 56.3816 + 53.033 + 26.3135 = 187.151N 

La magnitud • de la resultante es: 

\\R\\ = Jr[+ Rf, = V(57.2957) 2 + (187.151) 2 = 195.725N 


Como las dos componentes son positivas, el angulo ^ toma el valor: 


8 = 



= arctan(3.2664) = 1.2737rad = 72.9782° 


Ejemplo 1.7 

Determinemos la magnitud de la resultante de las tres fuerzas representadas en la 

8 6 v 9 

Figura 1.17 y sus angulos directores y y z . 


Figura 1,17 Tres fuerzas aplicadas y sus angulos directores. 



Solution: 

p 

Primero escribimos las componentes del vector 1 . Para ello observemos en la Figura 1.18 
que la proyeccion del vector sobre el eje z es: 

F lz = 25kNsen(26°) = 10.959kN 









Figura 1 .IB Componentes de la fuerza F v 



Notemos tambien que la proyeccion sobre el piano xy tiene magnitud - ! - 

Proyectando ahora sobre los ejes coordenados xy y obtenemos: 

F lx = — 25kNcos(26°)sen(30°) = -11.235kN 

F ly = 25kNcos(26°)cos(30°) = 19.459kN 

F F 

Repetimos el mismo proceso para obtener las componentes de los otros vectores y ' 3 y 
obtenemos: 

F 2x = 10cos(60 a )cos(60°) = 2.5kN 
F ly ~ — 10cos(60°)sen(60°) = -4.330kN 
F 2z - 10sen(60°) - 8.660kN 

F 3x = 15cos(16°)cos(50°) = 9.268kN 
F 3v = 15cos(16 D )sen(50 D ) = 11.046kN 
F 3z ~ 15sen(16°) - 4.135kN 
—+ 

Las componentes del vector resultante se obtienen sumando las componentes respectivas 

F F v F 

de las fuerzas i' 2 ^ 3 . De esta forma: 

R x = F lx + F 2x + F 3x = -11.235 + 2.5 + 9.268 = 0.533kN 
R y = F ty + F 2y + F 3y = 19.459 - 4.330 + 11.046 = 26.175kN 
R z - F ls + F 2z + F 3z = 10.959 + 8.660 + 4.135 = 23.754kN 


La magnitud de la resultante es: 









La magnitud de la resultante es: 


R = V(0.533) 2 + (26.175) 3 + (23.7S4) 2 = 35.3506kN 

Finalmente los angulos directores son: 



Ejemplo 1.8 

Determinar la magnitud y los angulos directores de la resultante ; de las tres fuerzas que se 
muestran en la Figura 1.19. 



Solucion: 

La fuerza ^Y, ademas de pasar por el origen de coordenadas, pasa por el punto (3, -2.5, 3.5). 
Asi que podemos determinar un vector unitario en la direccion de la fuerza usando las 

(o _? ^ ^ r;) 

componentes del vector de posicion de \ ' J “ /. Si despues multiplicamos este vector 

unitario por la magnitud de la fuerza tendremos completamente especificada la fuerza En este 
caso resulta: 













F i = 20 


(3, -2.5, 3.5) 


a/(3) 1 + (-2.5)" + (3.5)2 
= (11.4416, -9.53463, 13.3485)kN 


T7 l' 

De manera similar obtenemos las fuerzas y *3. Aqui consideramos los vectores unitarios en 


la direccion de los vectores de posicion ■ ' y ^ 

(-3, -4.5, 3.5) 


. Obtenemos entonces que: 


F 2 = 30 


V(~3) 2 + (-4.5)* + (3.S) 2 
= (-13.9707, -20.9561, 16.2992)kN 


(3,5, 4) 


p — 4Q — 

V(3) 2 + (5) z + (4) 2 


- (16.9706, 28.2843, 22.6274)kN 

La resultante ^ la obtenemos sumando las fuerzas anteriores. Este vector es entonces: 

R - (14.4414, -2.20642, 52.275l)kN 

Su magnitud es: 

R = V(14.4414) 2 + (-2.20642) 3 + (52.2751) 3 = 54.278RN 


El vector unitario en la direccion del vector es: 

R = (0.266064, -0.04006503, 0.963098) 

Los angulos directores se obtienen calculando el arco coseno a cada componente del vector 
unitario, como podemos ver en la ecuacion (1.7). Finalmente obtenemos: 


6 X = 74.5698° 
8 y = 92.3297° 


8 , - 15.6138° 









1.3 Productos entre vectores 


Existen otros productos de utilidad en el trabajo con vectores. En este curso solo dos de estos 
productos revisten interes para nosotros, a saber: el producto escalar o punto y el producto 
vectorial o cruz. 

1.3.1 Producto escalar 

Producto escalar o punto entre vectores 

Si A = (a x , a yl a,} y B = (b t , b , b z ) son dos vectores, entonces el 
producto escalar se define como: 

A ■ B = a x b x + a y b y + ajb t M -15) 


Por ejemplo, el producto punto de 
la formula anterior, por: 


A = (2-5,4) y B 


(7,3,1) 


esta dado, de acuerdo con 


A-B - (2 ( -5,4)-{7,3,l> = 2(7) + (-5)(3) + 4(1) 
= 14 - 15 + 4 - 3 


Existe una forma alternativa de escribir el producto escalar que establecemos como teorema, y 
que nos permitira despues establecer una interpretacion geometrica para el producto punto. 


Teorema 


Si A y B son dos vectores en el piano entonces; 


A - B — ||l4|||[Bi|cos(f?) 


donde 8 es e! angulo que forman los dos vectores. 


( 1 . 16 ) 


Demostracion: 

Consideremos dos vectores [ y B. Sin perder generalidad supongamos que el vector A S e 
encuentra sobre el eje x. Si este no fuera el caso entonces rotemos el eje x hasta hacerlo coincidir 

con el vector A . 

Podemos escribir entonces que: 


A-(M||.0.0) 

Tambien podemos suponer que el vector B se encuentra en el piano xy. Si este no fuera el 

caso basta rotar el piano hasta que el vector B se encuentre sobre el. Asi que podemos escribir 
el vector en terminos de sus coordenadas polares para tener: 

B = (\\B\\cos(e), ||ZJ||sen(0),O) 

Finalmente al realizar el producto punto obtenemos: 




A ■ 5 = 0|A||,0,0Hl|B||cos(9), ||B||scn(fl), 0> 
= |M||||B||cos(9) 


que muestra el resultado propuesto. 

Usando las dos expresiones para el producto escalar podemos determinar el angulo entre dos 
vectores. 


Angufo entre dos vectores 

Si A = {a x , a y , a z ) y B — (h b y , b z ) son dos vectores en el espacio, 
entonces el angulo que forman se determinados por: 


B — arccosf 


A • B \ 


imiiiibii y 


‘ = arccos 


a x b x +a y b y +a z b z 

uwm 


(1.17) 


Por ejemplo, el angulo que forman los vectores 
acuerdo con la formula anterior, por: 


A = (2, 2,l) y B = (l, 2,-2) 


esta dado de 


B = arccos 


{2. 2, !)■(!, 2,-in 

•^4+4 + 1 ij 4+4+1 J 


(2 + 4-2 
= arccos —p p=— 
Va/9 V9 , 


= arccos 



l.llrad = 63.61° 


Observe que cuando los vectores forman un angulo de 90°, es decir cuando son 
perpendiculares, el producto punto es igual a cero. El resultado inverso tambien es cierto. Si el 
producto escalar es cero, entonces un vector es el vector cero o los dos vectores son 
perpendiculares. A veces decimos que dos vectores son ortogonales para indicar que son 
perpendiculares. 

^ = (7 7 i\ rj _ /-< 9_ 2 \ 

Por ejemplo, los vectores ' ' ' ‘ y \ J ' ■' son perpendiculares u ortogonales 

ya que su producto punto es: 

A-B = (2.2,lMl,2 -6) = 2(1) + (2)(2) + (l)(-6) 

= 2 + 4 — 6 = 0 








El producto escalar tambien es util para calcular la componente y la proyeccion de un vector 
sobre otro vector. Observemos la Figura 1.20. 


Figura 1.20 Las componentes de un vector sobre otro vector. 





En efecto, si definimos la componente del vector B sobre el vector A como la cantidad escalar 

' y la proyeccion de sobre como la parte del vector B q U e se proyecta sobre - 
tenemos el siguiente resultado: 


Componente y proyeccion de un vector sobre 
otro vector 

Si A y B son dos vectores. entonces: 

■=+ =► 

» La componente del vector B sobre el vector A esta 
dada por: 

, , / a-b 

Comp/B) = | — i ; 

( 1 . 18 ) 

— i ¥ 

» La proyeccibn del vector B sobre el vector A esta 
dada por: 

- f A-B 
Pro y x {B) = “T" 

* l IUII / 

(1.19) 


~T /-1 -y i\ /? — /l ? 2\ 

Para precisar estos dos conceptos, dados los vectores ' ' ' ■ y ' ' ' J la 
componente de B sobre A e s: 










Comp 3 (Z?) = 



, pues A-B = Ay\\A\\ = 3. 


Mientras que: 


Pro y A (B) = — 


±I2_ _ 2 _ _4 

3 \ 3 ' 3 ' 3 9 ' 9 ' 9 



Notemos que la proyeccion es un vector y el valor absoluto de la componente es la magnitud 
de la proyeccion. 

Por otra parte nos preguntamos i,que pasa con los productos escalares entre los vectores 
unitarios principales? Si escribimos los vectores unitarios en terminos de componentes y aplicamos 
la definition de producto punto, tenemos el producto escalar entre los vectores unitarios 
principales. 


Producto escalar entre los vectores unitarios 
principales 


k ■ k = 1 


i • j = 0 


i • k = 0 j ■ k = 0 


Desde el punto de vista matematico, el producto escalar es interesante porque su resultado es 
un escalar o numero. Es un error comun considerar que el producto escalar es un vector. 

Algunas propiedades del producto escalar, que enunciamos sin demostracion, son: 


Propiedades del producto escalar entre dos vec¬ 
tores 

Si A, B y C son vectores y A es un escalar entonces: 

1. Propiedad conmutativa 

A- B=B-A 

2. Propiedad distributiva 

C + (A+B) = C-A + C-B 

3. Propiedad asociativa 


(AZ) -B=A' (AZ?) + A(A-B) 


Y algunos resultados importantes que involucran el producto escalar son: 


Result ados que involucran el producto escalar 
entre dos vectores 

1. Si A, B =£ 0 y A ■ B = 0 entonces Ay B son perpen¬ 
diculars. 

2. A ■ A = 0 si y solo si A = 0. 

3. A-A = \\A\\ 2 

4. A B = (proy^(£)) • A = (proy g (4)) ■ B 


Observemos que el tercer resultado nos proporciona una forma de calcular la magnitud de un 
vector usando el producto escalar. Pasemos ahora a discutir el segundo producto que nos 
interesa, el producto vectorial. 

1.3.2 Producto vectorial o producto cruz 

Producto vectorial o cruz entre vectores 

Si A — ( a x , a y , a,} y B ~ {b x , b y , b z ) son dos vectores 
en el espacio, entonces el producto vectorial (tambien lla- 
mado producto producto cruz) se define como: 

AX B — (a y b z - a z b y , a z b x ~ a x b z , a x b y - a y b x ) 

( 1 . 20 ) 


Inclusive cuando parece un producto complicado tenemos una forma simple de recordarlo. Las 
componentes del producto cruzse obtienen al desarrollar el determinante por cualquier metodo. 


A X B = 


J 

a. 


k 

a„ 


K by K 


En efecto, desarrollando el determinante por cofactores se tiene: 


a y 

a z 

i — 

a x 

a z 

/ + 

a ,v a y 

h . 

b r 

b r 

b. 

b b 

y 

' 2 


X 

£ 


X 


= (a y b -a z b y )i- (a x b-a z b x )j + (a x b y -a y b x )k 
— {a v b z —a z b y , a x b z —a z b x , a x b y —a y b x ) 










Por ejemplo, el producto cruz de los vectores 
haciendo: 


A = ( 2,2.1) y B = (l,2,-6) 


se obtiene 


i 

/ 

k 


2 1 


2 1 


2 1 

2 

2 

1 

— 

2 -6 

i — 

1 -6 

/ + 

1 1 

1 

2 

-6 







- (—12 — 2)* - (-12-l)j + (4-2 )k 
= —14* + 13/+ 2fc 


Existe otra forma de escribir el producto cruz que establecemos como teorema y que nos 
permitira posteriormente establecer una interpretation geometrica. 


Teorema 


S\AyB son dos vectores entonces: 

pxfl|| = ||2||||fl||sen(B) 

( 1 . 21 ) 


Demostracion: 

Consideremos nuevamente dos vectores y en el espacio. 


Sin perder generalidad supongamos que: 1 (11^ 11,0 F 0) 


y que: 


. B = {||£?||cos(0), ||B|jsen(0), 0) 


Calculando el producto cruzobtenemos: 












A X B = 


J k 

0 0 

||Bj|cos(0) ||B||sen(fi) 0 


+ 


0 0 \\A\\ 

|jtf||sen(0) 0 

m\ o 

l|S||cos(0) ||B||sen(0) 


0 

||tf||cos(0) 0 
k 


\B\\sen(G)k = (0, 0, ||/l||||fl||sen(0)) 


Finalmente calculamos la magnitud para obtener el resultado propuesto: 


\A X fill = 


fl||sen(0) 


Podemos ahora establecer dos resultados importantes desde el punto de vista geometrico. 

Primera interpretation geometrica del producto cruz 

Si A y B son dos vectores, entonces el producto cruz A X B es un 
vector perpendicular a ambos. 

El resultado es evidente si consideramos que: 

A = (||2||,0,0) B ~ {||£?||cos(0), ||B||sen(0), 0) 

y 

Ax B = {0,0, ||4||||S||sen(0)) 

Entonces, al desarrollar el producto punto de cada vector con ■ 1 se tiene: 

B-(2xfl)={||B||cos(0),||5||sen(0),O)-{O f O,||^||||B||sen(e))=O 
A-(A xB) = {p||,0,0>-(0, 0, ||X||||fi||sen(0)> = 0 
Este resultado indica que el vector A es perpendicular a los vectores originales. 










Segunda interpretation geometries del producto cruz 

El area del garalelogramo determinado por los dos vectores A y B es 
igual a ||A x i?|| . 


En la Figura 1.21 se muestran los vectores ^ asi como el paralelogramo que forman. Para 
determinar el area basta con multiplicarla altura por la base, que en este caso son iguales a 

! ' y 'I respectivamente. 


Figura 1,21 El area del paralelogramo que forman dos vectores. 
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<-,Que pasa con los productos vectoriales entre los vectores unitarios principales? Para 

A 

responder a la pregunta calculemos el producto cruz i ' x / claramente, 


i x j = 


J 

0 

1 


0 

0 

A 

i 

0 

■rt, 

1 

0 

1 

0 

i - 

0 

0 

j + 

0 

1 


= (0-0)i - (0-0); + (1-0 )k 

= k 


Siguiendo este proceso, obtenemos el siguiente resultado: 


Producto vectorial entre los vectores unitarios principales 

i x i = 0 j x j = 0 

ix}=k kxi=] 


k X k = 0 
j x k. = i 


















Algunas propiedades del producto vectorial, que enunciamos sin demostracion, son: 


Propiedades del producto vectorial entre dos vectores 

Si A. B y C son vectores y A es un escalar entonces 
1. Propiedad anticonmutativa 

A X B = -B X A 


2 Propiedad distributiva 

C x (,4+/?) = CxA + CxB 

3 Propiedad asociativa 

(AX) xB=Ax (AB) + A(AxB) 


Es usual, al resolver problemas de fisica, utilizar una regia conocida como regia de la mano 
derecha, para calcular los productos vectoriales. La regia funciona como sigue. Si queremos 

hacer el producto cruz entre - 1 y B , entonces sobre el dedo pulgar se coloca el vector y sobre 

los dedos unidos restantes el vector A como se muestra en la Figura 1.22. Posteriormente se 

gira la mano hacia el dedo pulgar; es decir, del vector hacia el vector ' . Finalmente, la nueva 

posicion del dedo pulgar nos indica la direccion del vector (■ — A x R 



1.3.3 Triple producto escalar y triple producto vectorial 

Como el producto cruz entre 1 y es otro vector podemos realizar operaciones vectoriales 
entre el y otros vectores. En particular, podemos calcular el producto punto y el producto cruz con 
un tercer vector. De esta manera obtenemos dos productos que se conocen como triple 
productoescalar y triple producto vectorial. Definamos con precision estos dos productos. 





Triple producto cscalar y triple producto vectorial 

Si 4 = {a x ,a v ,a z ), R = {h t , b yl b 2 ) y C = (c x , c y , c 2 ) sontres 
vectores en el espacio entonces: 

» El triple producto escalar se define como 

C AxB) • C 

» El triple producto vectorial se define como 

(AxB) x C 


Ambos productos tienen interpretaciones geometricas valiosas al momento de resolver 
problemas. Por ejemplo, el valor absoluto del triple producto escalar es exactamente igual al 
volumen del paralelepipedo formado por los tres vectores, mientras que el triple producto vectorial 

nos produce la componente del vector ? en el piano formado por los vectores /l y B cuando 
estos son unitarios. jlntente probar que ambas afirmaciones son correctas! 


Observation sobre la notation utilizada en el texto 


En este capftulo hemos estado trabajando con una notacidn de vec¬ 
tores en la que estos se escriben con letras y en su parte superior se co- 
loca una flecha. Sin embargo existe otra notacion donde los vectores se 
escriben como letras en negritas y las magnitudes se escriben con tipo 
de letra normal. La relacion entre ambas notaciones es: 

A = A; PII = A 

La razori es tipogr^fica y es Otil al escribir un texto. Por eso, de aqui 
en adelante usaremos ambas notaciones indistintamente. Le recomen- 
damos. sin embargo, que en sus apuntes utilice la notacion usada en 
este capitulo. 

Ejemplo 1.9 

Determinemos los productos punto y cruzde los siguientes vectores: 

A = i + j + k B = 3i + 6y “* 6 k 


Solution: 

Aplicamos directamente las definiciones de ambos productos para obtener: 




A-B = (i+j+ k)-(3i + 6] — 6k) = 3 + 6 — 6 = 3 


i 

A 

j 

A 

k 


1 1 


i i 


1 1 

1 

1 

1 

—' 

6 —6 

i — 

3 -6 

/ + 

3 6 

3 

6 

— 6 








= -12 i + 9j + 3k 


Ejemplo 1.10 

Se aplica una fuerza F de magnitud 25 kN a un punto '• : sobre un cuerpo, en la forma 
indicada en la figura 1.23. Determinar los angulos 

directores @y’ las componentes escalares de la fuerza, la componente 

rectangular F n de la fuerza en la direccion del vector 1 y el angulo entre los vectores ^ y f 


Figura 1.23 Fuerza aplicada a un punto O sobre un cuerpo 


* 0 



Solucion: 




















La direecion de la fuerza F se puiede determinar a partir 
de la geometria del paralelepipedo de la Figura 1.23- En 
efecto, la longitud d de una de las diagonales del 
paralelepipedo es: 

d = 4 4* + 3 2 +3’ = 5.831m 


De tal suerte que los angulos directores B x , y B. 
son, ^ _ 

& T = arccosl — I = arccosf — : — | = 59.0362° 

1 UJ V 5.831 ) 

0^ - arccosf — | - arccosf - \ - 46.6861* 

2 UJ 1 5.831 J 

9. = arccosl — | = arccosf —-—1 - 59.0362° 
UJ V 5.831 J 


Como la magnitud de la fuerza es 25kN se tiene: 

F z HI F || cos(^) = 25cos(59.0362°) = 12.86 kN 
F y HI F || cos(tf, ) = 25cos(46.6861) = 17.15 kN 
F : HI F || cos(0.) = 25co$(59.0362°) -12.86 kN 

Finalmonfe la componente de la fuerza en la direction del 
vector A ~ 3/ +J'+3Jt =(3,1,3), esta dada por: 


_ FOA (12.86.17.15,12.86) .(3,1,3) 

Comp AF) - - - . f \ ' ■ t = 21.6362kN 

oa ^T?TF 


Para el angulo entre los vectores usamos la relacton (1.17): 

(3, l, 3) * (l 2.86,17.15,12.86} 


6 


s/3 i + i 3 +3 J Vl2.86- + 17.15 3 + l2.86’ 


= 0.865531 


Ejemplo 1.11 

_ A 

Una particula se mueve horizontalmente con velocidad V = Si y funcion de posicion dada por 
7 (0 ™ l)i + 2/ . iviuestre que en todo tiempo el vector r X v es constante. 

Solution: 

Solo debemos calcular el producto vectorial: 
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= (0—0)f — (0-0)/+ (0-10)fc =-10 k 


Mas adelante veremos el significado fi'sico de este producto vectorial. 

Ejemplo 1.12 

Definamos el volumen del paralelepi'pedo determinado por los tres vectores medidos en 
metros: 


r i = 2i + 3 j + k 

Solution: 

Calculemos primero: 

r X v = 


r 2 = i — 2j + 3 k r 3 = 5i + j — 3 k 


1 } k 

2 3 1 

2-2 3 


Hi - 5; - 7k 


De acuerdo con la interpretacion geometrica del triple producto escalar se tiene que el volumen 
esta dado por: 


vol — (FjX r 2 ) * r 3 = (lli — 5/ — 7k) * (5 i + j — 3k) 
= 55-5 + 21 = 71m 3 












Conclusion del capitulo 1 


L os vectores son entidades matematicas que guardan mas informacion que la que contienen 
las cantidades escalares. La razon de ello es que estan formados por varias cantidades 
escalares. Se utilizan en fi'sica porque son el lenguaje natural con el que podemos describir 
el concepto de fuerza, muy utilizado desde el siglo XVII. Ademas, el movimiento de parti'culas en el 
espacio tridimensional o bidimensional requiere su uso. Conceptos como posicion, velocidad y 
aceleracion, que utilizamos normalmente, son cantidades vectoriales. Inclusive, la teoria 
electromagnetica que ha sido tan util a la humanidad alcanza su plenitud desde el mismo momento 
en que se utilizaron los vectores como una herramienta para su analisis. 

Por otra parte, los vectores tienen caracterfsticas importantes, verbigracia, su magnitud y su 
direction. Existen, ademas, diferentes operaciones que no se presentan en las cantidades 
escalares, por ejemplo, el producto cruzy el producto escalar. 


Actividades del capitulo 1 


Ejercicio jntegrador 



Recursos del capitulo 1 


Ejercicios y problemas del capitulo: 

» Actividad intearadora capitulo 1 (Continuacion) 

» Ejercicios capitulo 1 
» Ffsica en contexto capitulo 1 
» Evalua tus conocimientos capitulo 1 

Material de apoyo: 

» Conociendo mathematica (Nb) 

» Conociendo mathematica (.docxt 

» Qperaciones basicas vectores 
» Practica operaciones basicas vectores 

» Practica suma de vectores 

» Suma de vectores 












